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It is shown that an approximation of e- x on \0, co) by rational functions of
degree n cannot be better than 52- n

. This improves the bound given by Rahman
and Schmeil3er, (J. Approx. Theory 23 (1978), 246-254; Trans. Amer. Math. Soc.
235 (1978), 395-402).

Sei ilk die Menge der reellen Polynome, deren Grad k nicht iibersteigt.
Dann beschreibt

die Approximierbarkeit von e- X iiber 10, (0) im Sinne von TschebyschetT,
wenn sich die Norm 1/·/1 auf die Supremum-Norm bezieht. Bekannt ist das
asymptotische Verhalten nur von Ao,n' Schonhage [4] zeigte 1973
lim n.•oo A~~ = j. Auch im allgemeinen Fall ist keine bessere als geometrische
Konvergenz moglich. Dies wurde zuerst von Newman [2] mit dem Nachweis
von AIl-I,n> 1280- n gezeigt. Rahman und SchmeiJ3er [3] erzielten mit
308-n~An_J,n~4.08-n eine bessere EinschlieJ3ung. Die untere Schranke
soli hier weiter verbessert werden. Da die numerischen Ergebnisse von Cody,
Meinardus und Varga [11 auf ein asymptotisches Verhalten von An _ l.n - 9- n
hindeuten, ist unsere Schranke zweifellos immer noch zu grob.

SATZ. Fur aile natiirlichen Zahlen n is!

An_l,n> 54-".
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Beweis. Anstatt e x werden wir a .\ mit a > 2 approximieren, wobei a
erst spater festgelegt wird. Es sei p E nil J' q E n n und

I
x p(x) I .a --- ~p

q(x)
fUr xE 10,2111. (I)

Normieren wir q auf den ganzen Zahlen zwischen °und 2n gemaf3

max 2· r Iq(I')1 = I,
() <:. t' <. 2n

so erhalten wir fur r(x) := q(x) - aXp(x), x = 0, I,... , 2n aus (I):

Ir(x)! ~pax jq(x)1 ~p(2a)\.

(2)

(3 )

Sei E der Verschiebungsoperator, der gemiif3 Ej(x) =j(x + I) operiert, I
die Identitat und LI = E -I der Differenzenoperator. Aus (3) erhalt man fUr
x = 0, I, ... , 11 :

I(E - aIY q(x)1 = I(E - al)n Iq(x) - aXp(x) 11

~ (E + af)n Ir(x)1

~ p(3aY (2aY. (4 )

Man beachte, daf3 Sex) := (E - al)n q(x) ein Polynom ist. Deshalb bricht die
Reihe, die man aus der Potenzreihe fUr (1 ~ x) - n zur Inversion von
(E - alt gewinnt, bereits nach endlich vielen Gliedern abo Es ist

q(x) = (E - af) -n Sex)

=(I-a)-n. (1 __1_,1) nS(X)
a-I

=(I-a)-n <, (n+~-I) LlJS(x)
J 0 J (a - 1Y

Sei Anwendung des Differenzenoperators Ll k fUr k = 0, 1,... , n entfallen
wieder k Terme:
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Aus (4) folgt nun ILlmS(O)1 ~p(3a)" (1 + 2a)m und fUr k = 0,1, .. " n:

ILlkq(O)1 ~p (~)n ',\,k (n +! - 1) (1 + 2a y
;+k

a - 1 j":""o J (a - 1)

(~)n 1 2)" \.' (n +j - 1) I.
<p -1 (+a - . {_I)1a .i.o J a

(
3a )" [I I"

=p .a-\ (1+2a)" l-a-lJ

(3aY' (l + 2aY'
=p (a-2)" (5)

Fur k > n verschwinden die DifTerenzenquotienten. Deshalb erhalten wir
schlief31ich aus (5) fUr jede natiirliche Zahl v >0 die Abschatzung:

jq(v)j = 1(1 +LI)'q(O)1

~ \~ (V) l,:jkq(O)1
k- 0 k

(3a)" (1 +2a)" !'

<p (a-2)" 2. (6)

Setzt man a = 4, fiihrt dies zu Iq(v)1 <p . 54" . 2!', Wegen der Normierung
(2) muG also

sem. I

Eine geringfiigig schiirfere Schranke erzielt man noch durch eine Variation
von a und den versteckten Parametern. Man modifiziert den Vorgang, mit
dem Formel (5) gewonnen wurde. Fur c> 1 ist

MOI30!.J·2
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Ersetzt man die Normierung (2) durch max1(i) I !q(v)lf = I. so erhiilt man
anstatt von (6):

(
II at4+-7a))1l(7)'Iq(r)1 < fI --. ---. _.. --
3 4a 7 4

Die Wahl a= 15/4 fuhrt zu

All 1.11 > (6655/128) II> 52 II
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